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Аннотация. При обобщении на пластичность геометрически нелинейного закона упругости Мурнагана был 
введен формально математический критерий деформационного макроразрушения (возникновения макротрещины), 
связанный с ростом упругой и пластической анизотропии, в качестве причины разрушения. Использование двойной 
потенциальности определяющих уравнений в напряжениях и их скоростях позволило получить достоверную ин-
формацию о строении девиаторного сечения поверхности текучести, существование которой является классической 
гипотезой в механике деформируемого твердого тела. Вектор нормали к поверхности девиаторного сечения выбира-
ется из двух взаимно ортогональных собственных векторов построенного оператора. Существуют два семейства 
регулярных вогнутых поверхностей, и поверхность сечения образуется соединением в сингулярных точках частей 
двух представителей семейств. Для выбора векторов нормалей используется полученное соотношение для них при 
изотропии. В связи с рассмотренной задачей о двойном простом сдвиге установлено появление кратных собствен-
ных значений для обоих векторов нормалей. Для однозначного определения вектора нормали в регулярной точке, 
необходимо исключить наличие кратных собственных значений у обоих векторов нормалей одновременно. В сингу-
лярной точке по-прежнему недопустимо появление кратного собственного значения у одного из векторов нормалей. 
Эти два условия являются необходимыми и достаточными для справедливости определяющих уравнений обобщен-
ной модели Мурнагана. В противном случае возникает макротрещина. Теоретическое построение поддерживается 
разработанными комплексами программ.
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CRITERION FOR OCCURRENCE OF THE MACRO DESTRUCTION  
AND FORMATION OF BREAKING DURING METAL DEFORMATION
(Communicated by Corresponding Member Mikhail Ya. Kovalev)
Abstract. When generalizing the geometrically nonlinear law of Murnaghan elasticity to plasticity, a formally mathe-
matical criterion was introduced for deformational macrofracture (macrocrack appearance) associated with an increase in 
elastic and plastic anisotropy as a failure cause. The use of the double potentiality of the governing equations in stresses and 
their velocities made it possible to obtain the reliable information on the structure of the deviatory section of the yield surface, 
the existence of which is a classical hypothesis in solid mechanics. The normal vector to the surface of the deviatory section is 
selected from two mutually orthogonal eigenvectors of the constructed operator. There are two families of regular concave 
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surfaces, and a section surface is formed by joining the parts of two representatives of the families at singular points. To select 
normal vectors, the obtained ratio for them is used for isotropy. In connection with the considered problem of a double simple 
shift, it is established that multiple eigenvalues appear for the both normal vectors. To unambiguously determine the normal 
vector at a regular point, it is necessary to exclude the presence of multiple eigenvalues for the both normal vectors at the same 
time. At a singular point, the appearance of a multiple eigenvalue of one of the normal vectors is still unacceptable. These two 
conditions are necessary and sufficient to validate the governing equations of the generalized Murnaghan model. Otherwise, 
a macrocrack occurs. The theoretical construction is supported by the developed software complexes.
Keywords: solid, isotropy, deformation, anisotropy, macrocrack, plasticity curve, critical point, fracture criterion
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Введение. Закономерности строения изломов следует рассматривать совместно с закономер-
ностями и особенностями процесса разрушения [1]. Состояние исследований повреждаемости 
и разрушения за последние годы представлены в [2]. В этих работах проверяются разработанные 
математические модели повреждаемости и разрушения или уточняются границы их применимо-
сти. В [3] рассматриваются условия пластичности, критерии прочности и механизмы разруше-
ния кристаллических тел. Однако указанные условия пластичности не имеют теоретического 
обоснования [4]. Обоснованная информация о поверхности текучести получена в [5] при обоб-
щении геометрически нелинейного материала Мурнагана [6; 7] и предложен специфический 
критерий разрушения, вызванного возникновением и развитием упругой деформационной ани-
зотропии. По мнению П. А. Жилина [4] «описаны процессы роста трещин, но не их возникнове-
ния». Критерий проверен в [8–11] на двумерных задачах деформируемого твердого тела. Целью 
исследования является уточнение и формулировка критерия разрушения в трехмерном случае. 
Для этого используем модельную задачу о двойном простом сдвиге, которая требует использо-
вания всего пятимерного пространства девиаторов напряжений, при векторной интерпретации 
симметричного тензора второго ранга. В этом смысле такой тензор будем называть вектором. 
Применяем обозначения из [6]. 
 Функция разрушения. Обозначим c1, c2, c3 – неподвижный ортонормированный триэдр, E – 
единичный тензор, векторный базис пространства указанных девиаторов
  
(1)
По [5] поверхность текучести в пространстве напряжений образуется своими пятимерными 
девиаторными сечениями. Поверхность сечения получается соединением частей поверхностей 
представителей двух взаимно ортогональных семейств вогнутых регулярных поверхностей в син-
гулярных точках. Она определяется для элемента деформируемого твердого тела, и ее непрерыв-
ное изменение зависит от истории нагружения элемента.
Запишем определяющие уравнения модели материала [5] в конечном виде: 
  
где э – удельная потенциальная энергия упругой деформации (потенциал напряжений);  – 
изотропная и анизотропная части э, скаляр с обеспечивает условие  Тензор напряжений 
Коши Т также образуется такими же слагаемыми, jδ  – параметры анизотропии [6; 7]. В диффе-
ренциальном виде определяющие уравнения состоят из трех уравнений для скалярных и тензор-
ных переменных э, Т, jδ  и приведены в [5]. 
Предполагалось существование второго потенциала – скорости напряжений. Это позволило 
найти N – единичный вектор нормали к поверхности девиаторного сечения поверхности текучести. 
При изотропии векторов N оказалось два, нормальный 01N  и касательный 02N . В зависимости 
от участка кривой пластичности они меняются местами:
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− −= = − + =N N N N T T E   (2)
где J2(J3) – второй (третий) главный инвариант dev T, соотношения для Si имеются в [5]. Согласно (2) 
строились шестизвенные кривые пластичности, для нелинейных законов упругого материала 
Мурнагана, Синьорини [6], они приблизительно совпадают и близки к условию пластичности 
А. Ю. Ишлин ского [12]. Невыпуклость кривой предсказана А. А. Ильюшиным [13]. Возможные 
случаи, когда вектор N20 = 0 при 1,L =  параметр Лоде 
1 1 13
3 22 ( 3 ) ,L J J− − −= − −  исключены 
с использованием вектора N10 всегда не равного нулю. 
Для анизотропного материала отыскиваются собственные значения kλ = λ  ( 1, 5)k =  характе-
ристического уравнения det (Q – λE) = 0, где Q – матрица критериального оператора Q в базисе (1), 
E – единичная матрица [8]. Находятся собственные векторы, из них выбираются N1 и N2, ближ-
ние к 01N  и 02.N  Назовем для регулярной точки вектор N1 – нормальным, а вектор N2 – касатель-
ным согласно их роли при переходе в главные оси материала. Пусть им отвечают значения λ = λ1 
и λ = λ2. Выполняется 1 2 ,λ ≠ λ  имеется оценка через постоянные Ламе. Остальные векторы физи-
ческого смысла не имеют.




1 2 2 2 2 2 2 2
1
8 ( )( )(( ) ( ) )k k k k
k
−
+ + + +
=
Φ = λ − λ λ − λ λ − λ + λ − λ∏   (3)
для поиска критической точки – нуля функции в сингулярной точке кривой пластичности.
На рис. 1 сингулярные точки кривой пластичности отмечены вертикальными чертами на оси 
абсцисс графика функции разрушения. Цифрами 1, 2, 3 обозначены проекции главных базисных 
осей (ci = ei). Указаны расчетная точка и расположенная вблизи начала расчета точка процесса 
в рассматриваемой ниже модельной задаче при начале течения. 
 
Рис. 1. Изотропный материал. Кривая пластичности и функция разрушения
Fig. 1. Isotropic material. Plasticity curve and fracture function
Двойной простой сдвиг. Пространственная кривая пластичности. Пусть вектор места ча-
стицы в отсчетной конфигурации r = qici, q
i – ее декартовы координаты; R – вектор места части-
цы в актуальной конфигурации. Преобразование типа простого сдвига для единичного куба 
(рис. 2) запишем как 
 
3 1
2 3 (0 1, 0).iSq Sq q S= + + ≤ ≤ ≥R r c c     (4)
Если убрать одно из двух слагаемых справа в (4), то получаем известный пример [6].
Материал для упрощения предполагался идеально упругопластическим. Использованы дан-
ные постоянных Ламе по рекристаллизованному вольфраму [6]. Напряжение текучести при 
растяжении принято 450 МПа. Численное моделирование проводилось для инвариантных тензо-
ров с заменой индифферентных тензоров [8; 9], и тензор упругого поворота находился с исполь-
зованием полученного аналитического решения. Расчеты по упругости и упругопластичности 
проводились разными комплексами программ. При начале течения для удобства применялась 
замена неподвижного базиса c1, c2, c3 (1) переходом в фиксированный базис собственных векто-
ров точки процесса. Начало текучести соответствует величине параметра S = ST = 0,00238м, 
536 Doklady of the National Academy of Sciences of Belarus, 2021, vol. 65, no. 5, рр. 533–538
а появления макротрещины величине S = SR = 0,00256м. Не-
нулевых параметров анизотропии jδ  получилось 23, макси-
мальное значение одного параметра 78,6 МПа, еще 3 такого 
же порядка. Величина обобщенного эффекта Баушингера со-
ставила 0,92, при изотропии она равна единице.
Для построения кривой пластичности по известной точке 
процесса находятся противоположная ей точка по величине 
эффекта Баушингера, и полученные из них 4 вспомогательные 
точки обходом по поверхности девиаторного сечения ортого-
нально вектору нормали в подпространствах {W1, W2, W4}, 
{W1, W2, W5}. По найденным точкам строятся 6 сингулярных 
точек, которые обходятся расчетной точкой против часовой 
стрелки из правой нижней сингулярной точки. Обход по уча-
сткам с малым шагом расчетной точки по кривой пластично-
сти происходит в основном пятимерном пространстве с бази-
сом (1). Постоянно, на каждом шаге используется прием перехода в главные оси. Расчетная точка 
ортогональным преобразованием переводится в главные оси, определяется касательный вектор 
к кривой, который обратным преобразованием возвращается в основное пространство. Там вы-
полняется шаг и следующая расчетная переводится новым ортогональным преобразованием 
в главные оси. Соблюдается непрерывность отображений за счет учета для правой тройки векто-
ров всех способов выбора трехмерного базиса: 24 в случае простых собственных значений и 18 
при наличии кратного собственного значения. 
Для обобщенной кривой пластичности на рис. 3 изображены образы точек пространственной 
кривой пластичности на совмещенные плоскости {W1, W2} их главных осей e1, e2, e3 (в (1) ci = ei). 
Для функции разрушения на оси абсцисс откладываются величины углов между радиус-векто-
рами точек пространственной кривой пластичности. Отмечена точка процесса, как и на рис. 1. 
На участках неоднозначного определения функции Ф, в случаях наличия кратных λ1, λ2 она пред-
ставлена прямолинейными отрезками.
Рис. 3. Анизотропный материал. Обобщенная кривая пластичности. Функция разрушения
Fig. 3. Anisotropic material. Generalized plasticity curve. Destruction function
Критерий разрушения. Неожиданно обнаружилось наличие немалого числа кратных соб-
ственных значений λ1 у вектора нормали, а также λ2 у касательного вектора на регулярных участ-
ках. Разработана методика применения касательного вектора для выбора вектора нормали и со-
ответствующие программные средства. Это необходимо, так как девиатор N используется при 
задании определяющих уравнений в скоростях. Видимо, в трехмерной задаче проявились недо-
Рис. 2. Двойной простой сдвиг.  
Объем тела постоянный
Fig. 2. Double simple shift.  
Body volume is constant
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статки полиномиальных зависимостей в законе Мурнагана [7]. Поэтому следует поправить фор-
мулировку критерия определения критической точки. 
 Макроразрушение материала возникает тогда и только тогда, когда в сингулярной точке по-
строенной кривой пластичности собственное значение λ1 или λ2 кратное, либо в регулярной точ-
ке оба значения λ1 и λ2 кратные.
Во втором, новом случае критерия разрушения однозначно найти девиатор N с использова-
нием соотношения (2) невозможно. В рассмотренном примере получается, что значение λ2 крат-
ное в сингулярной – критической точке, соединения четвертого и пятого звена кривой, она ука-
зана стрелкой на рис. 3. 
Заключение. Внесены необходимые поправки в определяющие уравнения модели и сформу-
лирован критерий макроразрушения – поиска критической точки кривой пластичности (2), (3). 
Параметр повреждаемости материала не требуется. Разработаны комплексы программ для чис-
ленного моделирования. Полученный результат может быть использован при анализе процесса 
образования излома деформируемого твердого тела. Построение модельных решений и осущест-
вление экспериментальных исследований при режимах нагружения, предсказанных этой моде-
лью теоретически, позволит получить новые знания об эволюции материальной структуры тел 
при сложном нагружении. 
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